Apuntes de Mecanica Clasica

Capitulo 4

Movimiento oscilatorio

4.1. Oscilador armonico

El oscilador arménico, es quizés la entidad fisica a la cual se recurre con
mayor frecuencia ya sea a nivel macroscépico o microscépico. El movimiento
armonico simple es muy importante en la practica puesto que es una buena
aproximacioén a las oscilaciones libres en muchas situaciones fisicas. El
movimiento arménico simple se da cuando las fuerzas o torques que hacen
que el objeto tienda a volver a su posiciéon de equilibrio, son proporcionales
a los desplazamientos respecto a esta posicion de equilibrio.

Esta fuerza, llamada de
restitucion, se encuentra fre-
cuentemente en la natura-

Ravoyr.nll lezay es dela forma: F = —k7.
m

En particular, para el caso

> unidimensional se tendra:
! . - —
! F = —kxll,
m m siendo K, la llamada cons-
I » | tantedeelasticidad del resorte.
v *|' ComoF = —%,entonces, in-
_ _ ) tegrando se halla la energia
Figura 4.1: Sistema masa-resorte visto como potencial:
oscilador armoénico.
V(x) = 1kx?|

Recordando que el intervalo de tiempo para el movimiento unidimen-
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sional para f, = 0 es
X
[m f dx
W A E— 3ka?

Para resolver la integral anterior, se hace el cambio de variable sin 6 = x |/ %

y la sustitucion w = \/%, con lo que queda:

0
. [m f cos 0dO
2 O \/g\/l —sin® 0
Lo que finalmente da
1
t:E(Q—QO) = 0 =0+ wt.

De la expresion del cambio de variable utilizado, se puede escribir:

x = Asin(wt — 0y),

donde, las caracteristicas oscilatorias son: la amplitud A = %, la frecuencia

v=4%, yelperiodo T =1 = 2. Por otra parte, las condiciones iniciales estan
determinadas por las constantes A y 0y mediante

1
E = ZkA?
2
Asin 0.

Xo

La ecuacién de movimiento para un oscilador arménico lineal es

dr >
WIE = —kxlx,
que se puede escribir como:
. 2.
¥+wx=0,

de cuya ecuacién indicial se obtiene: r = +iw; lo que permite escribir la
solucion:
x=Ae“ +Be™ = Asinwt + B cos wt.
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Sea ahora, un oscilador sometido a dos fuerzas adicionales:

F, = -pd (rozamiento)
- -
Fet = Fosinwgt (fuerza externa).

Por lo tanto, en una dimensién, la ecuacion de movimiento es:

¥+ 2yx% + w’x = fosinwot, 4.1)
con
w = \/% (frecuencia angular)
y = % (coeficiente de amortiguamiento)
fo = 1;1_0 (fuerza por unidad de masa).

La solucién general de (4.1) es la suma de las soluciones homogénea y
particular:
x = xu(t) + x,(£).

La solucion xy, se la obtiene al resolver
¥ +2pyx+w*x =0,

cuya ecuacion indicial es a® + 2ya + w? = 0, que da como solucién

a=-yx \Y?—-aw?

lo que nos proporciona para la solucién homogénea:
x(t) = e (A'e¥! + Ble™),

con @’ = 4/y? — w?. Del andlisis de ’, se ve que se tienen tres casos. Los
tres casos posibles -que ademas se ilustran en la Fig. 4.2- son:

Subamortiguamiento. En este caso, se tendrd movimiento oscilatorio si
y? < w?, lo que equivale a tener la condicién: f? < 4km. Se puede

escribir
a =i\|w*—y?* =g,

por lo que la solucién homogénea sera:
xp(t) = e (A’ei‘” + B’e'iat) =e " (Asinot + Bcos ot),

lo que se puede escribir:
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x,(t) = Ce " cos (at - (j)) ,

donde ¢ es el dngulode fasey C = VA? + B?, esla denominada amplitud

armonica.

Sobreamortiguamiento. En este caso, > > w?, por lo que p* > 4km, que
permite escribir la solucién homogénea:

xh(t) =Mt (A’ea'f + B'e—a’t)

Amortiguamiento critico. Se tendrd movimiento criticamente amortiguado
siy? = w?, es decir, B2 = 4km; lo que da para la solucion homogénea

x,(t) = e 7 (A’ + B't)|.

La importancia de este amortiguamiento radica en el hecho de que,
para las mismas condiciones iniciales, un sistema volverd a su posi-
cién de equilibrio en el menor tiempo posible.

La solucion particular, se encuentra sustituyendo la forma general
x = Cy sin wot + C, cos wot

y sus derivadas

X = woCqcoswot — wyC,sin wpt
X = —a)(z)Cl sin wyt — a)(z)Cz cos wot = —a)éx
en (4.1); lo que da

[(a)z - w%) C - 2)/&)0(:2] sin a)0t+[<(1)2 — C()é) C + 2)/CUQC1:I Cos wyt = fo sin wot.
De donde, igualando, se obtiene el sistema de ecuaciones:

fo
0,

(cu2 - a)g) C1 = 2ywoC,
(a)2 - a)%) Co + 2ywoCy

cuyas solucién es:

N (I Gl
1 @? — w? ’ + 420?
( 0) M

C2 _ 27/6()0](0

(aﬂ - wg)z + 47/20)3.
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Amortiguamiento en un oscilador arménico

6 = Criticamente amortiguado | |
sobreamortiguado
subamortiguado

4 4

2 - .

x

0 -

_2 - -
_4 - ‘ -
0 10 20 30 40 50

Figura 4.2: Tipos de amortiguamiento en un oscilador arménico. Los va-
lores que se tomaron fueron en unidades del S.I.: A’ =4, B =3, m=1,
k =1 para todos los casos y para el subamortiguamiento, f = 0,2, para el
sobreamortiguamiento, f = 14 y para el amortiguamiento critico, = 2.

Por lo que la solucién particular es:

fo

X, = ’ [(wz _ w%) sin wot — 2yw, cos a)ot] .
(a)2 - a)%) +4y2w]
Haciendo:
W — W}
cosp = -
V0w - a) + 42
2vw
sing = L ’

\/ (aﬂ - w%)z +4y2w7

con lo que la solucién particular queda:
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fo .
X,(t) = —————=—=sin (wyt — (p A
p( ) \l(wz—(u3)2+4y2w(2) ( 0 )

donde ¢ = arctan(%). Finalmente, la solucion general x(t) = x,(t) + x,(t)
0
es:

fo
\/ (cuz - w%)z +4y2w7

x,(t) — 0 rapidamente, es decir, desaparece en un tiempo corto, por lo
que se puede decir que x;(t) es una solucién transitoria y x,(t) es la solucién
estable, por lo que x,(t)representa la solucién general del problema:

x(t) = e (Ae + Be ) +

sin (wot — @).

x(t) = — b in (wot — @) | (oscilaciones forzadas).

\ (wz—w§)2+4y2(u%

4.2. Resonancia

Es el fendmeno consistente en la méxima transmisién de potencia entre
dos sistemas oscilantes. Para el oscilador armoénico simple se tiene:

- — —

. 1, 1, 1.
VAF=| 0, 9, 0.|=0,
—kx 0 O

- . .
por lo que F es conservativa y ‘;—‘y/ =2 =0y 2 = kx, lo que da finalmente
V = 1kx?. Asi, 1a energia mecinica total es E = mv* + Tkx?.
Para el oscilador arménico forzado, 1a potencia instantdnea es:

5 Fofow
P=F-d=Fv= ofows sin wot cos (wot — @).

\/ (a)2 — a)g)2 +4y%w]

La potencia mdxima esta definida por

T/2
(P) = % f Fodt,
~T/2
por lo que en nuestro caso, la potencia media por ciclo es
T T
Fofowo l fsin wot cos wot cos pdt + f‘sin2 wot sin @dt |.

Py =
Yot - o)+ (s ;
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Recordemos que un conjunto de funciones f;(x) es ortogonal en un inter-
valo a < x < b si para dos funciones cualesquiera f,,(x) y f.(x) que estan
contenidas en f;(x), se cumple

b
ffm(x)fn(X)dx = { gon : T:lﬂjnn.

Para un conjunto de funciones trigonométricas:

/2
0 , m#n
fcos(mwot) cos(nwot)dt —{ % S m=n#0
-T)2
/2
_ ) 0 ; m#n
sin(mawyt) sin(nwot)dt = { % S m=n#0
-T/2
/2
_ 27
sin(mawyt) cos(nwot)dt =0, Ym,n ; wy = T
-T)2
Por lo que
FSC()O .
<P> = sm Q.

2m \/ (cuz - wg)z + 4y2w]

Es decir, la potencia mdxima transmitida se dard cuando sin ¢ = 1, con lo que

2
(P)max = FOwOZ ’
2m \/(a)z - a)(z)) +4y2w5
y
sing = 2V =1,

(cuz - (u%)z +4y2w;

lo que da finalmente la condicién de resonancia:

@=au.

El méaximo valor de la amplitud es:

Af = fo )

\/ (a)z - w%)z + 4y2w;
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2 2
ocurre cuando (w2 - a)(z)) + 4y*w? esminimo; estoes, si g = (a)2 — w%) +4y*w?,

se debe tener ;—ai =0y % > (. Para la primera derivada de g se tiene
0
d
% :wo(a)ﬁ—w2+2y2) =0,
0

por lo que se tendrén las soluciones

1. wy =0 que se la descarta de antemano puesto que su existencia im-
plicaria la no existencia de oscilacién forzada.

2. En tanto, wy = \Jw? — 2y? = wyg, es una solucién valida y representa
la frecuencia angular resonante.

Para la derivada segunda, se tiene
d?g w?
—< =16(—=—-7*]>0,
dw} ( 2 7 )

. . 2
y efectivamente representa un minimo puesto que y* < % . Luego, el valor
de la méxima amplitud para la frecuencia resonante es

fo

Af(max) = 2 Afary?

La amplitud del estado estacionario, se puede expresar en términos de la
frecuencia angular de resonancia, wog, sabiendo que w? = ng +2y%,lo queda
finalmente:

Af = f
" ey i)

La Fig. 4.3, muestra la curva caracteristica que da la amplitud en funcién
del cuadrado de la frecuencia angular de la fuerza impulsora; en esta Fig.
también se observa lalocalizacion de las frecuencias natural, de resonancia,
y de amortiguamiento.

4.2.1. Fuerzas impulsoras

Un tipo de fuerzas muy importante en la Fisica corresponde al de las
fuerzas impulsoras que se caracterizan por ser de muy corta duracién lo que
tiene como consecuencia que el intervalo de aplicacién de estas fuerzas
es At — 0 y también el desplazamiento durante el cual actta la fuerza se
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frecuencia dé

0.3

resonancia

0.28}
0.26}
0.24}
0.22}
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0.16}
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0.12¢

0.1

-10 -5 0 ° 5 10
Wir 002
0
Figura 4.3: Curva de la amplitud en funcién del cuadrado de la frecuencia
paravaloresde Fp=1,m =1,y =1y w =2 en unidades del S.I.

comporta como Ax — 0; en tanto que la cantidad de movimiento tendra un
cambio finito Ap. Se puede definir una fuerza impulsora unidad como la que
produce un cambio de una unidad en la cantidad de movimiento durante
el intervalo At en el que actta la fuerza impulsora:

t +At
f F(Hdt =1,
fy

luego, el impulso producido si F es constante serd FAt = 1,conloque F = 4
SipoA(t — a) esla fuerza impulsora constante que al actuar sobre la particula
en el tiempo medio t = a durante un intervalo AT imparte a la particula
una cantidad de movimiento py. Por consiguiente, A(f — a) es una funcién
adimensional de impulso de magnitud 5; que actda en el mismo intervalo.
Cuanto menor sea el intervalo At durante el cual acttia la fuerza impulsora
es claro que mayor serd la aproximacion, pues para At suficientemente
pequetio, el desplazamiento sera despreciable.
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Cuando At tiende
4 Aft-a)} a cero, la fuerza
1 impulsora tendera
1 —_
T [ - Y2 B a infinito con lo

que el producto
de estas magni-

tudes sera finito.
Ahora, seala fuerza
impulsora unidad
] d
} g } g r 1 e
4 » = e @y~
Figura 4.4: Fuerza impulsora y fuerza impulsora unidad Se puedg 1dea.l}-
zar esta situacion

constantes. ..
diciendo que la

fuerza impulsora unidad tiene un valor muy grande en el punto t =ay
un valor cero en todos los demds puntos. Dado que la fuerza impulsora

55 y
At=0.05

At=0.025 | 4
At=0.01

50
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Fuerza impulsora F

15

Figura 4.5: Fuerzas impulsoras para a = 0,05 y diferentes valores de At

F = py6(t — a) da lugar a un cambio py en la cantidad de movimiento de
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la particula, entonces, 6(t —a) se asume como la funcién idealizada del
impulso unidad que tiene entre otras propiedades:

ta

_ 1 ;, ti<a<tb
fé(t—a)dt—{o; O

f
ot—a)=0 ,;, t+a,

ot—a)=06(@a—t).

Esta funcién es llamada delta de Dirac y se caracteriza por no tener area bajo
su curva. La importancia de la fuerza impulsora unidad radica en el hecho
de que cualquier fuerza dependiente del tiempo se puede expresar por
una suma de fuerzas impulsoras; y por el principio de superposicién, que
satisfacen las soluciones de las ecuaciones diferenciales lineales, la solucién
para una fuerza dependiente del tiempo se podrd, consiguientemente,
expresar por la suma de las soluciones para las fuerzas impulsoras.

F Para una fuerza cualquiera F(t),
t se puede considerar que para un
/—' intervalo de tiempo suficientemente
re pequefio t; < At < t,, es posible
. 7 considerar una fuerza continua
] ,-:r’ variando linealmente. El valor que
_/ toma esta fuerza en el tiempo me-
dio de este intervalo &; = % re-
' presentard un valor medio de la
fuerza sobre este intervalo, es de-
cir:

_\.
M
-
~Y

[2)

Al
g1=—{t1*t) _1
1=t Fe) = 5 [ Foar.

ty

Figura 4.6: Una fuerza cualquiera repre-
sentada como la suma de una serie de

. Para valores infinitesimales de At,
fuerzas impulsoras.

el efecto de F(t) sobre el movi-
miento de la particula puede cal-
cularse de forma aproximada por
el que produciria la fuerza constante F() sobre dicho movimiento en el
mismo At. Esta tltima fuerza puede representarse por F(&1)A(t — &1)At ac-
tuando en At. Si se subdivide el tiempo en el cual acttia la fuerza F(f) en N
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intervalos infinitesimales At, se puede escribir:

N
F(f) = Y FEDA(t - )AL,
n=1

donde A(t — &,) es la funcién constante de impulso unidad definida en el
intervalo At = A&. Tomando el limite cuando estos intervalos tienden a
cero:

N T2
EIBO; FEA( — EAE = f FE)3(t - E)dE,

donde se utiliza la funcién delta de Dirac para representar A(f — &) cuando
At — 0. Ty y T, son los limites del periodo en que F(t) acttia sobre la
particula.

4.3. Péndulo simple

El estudio de péndulos
fue muy importante para la
s o o~ | Fisicay uno de los fendme-
s e nos omnipresentes en la na-
turaleza como es el de la sin-
cronizacién fue observado y
estudiado sistematicamente
por primera vez por Huy-
gens en 1673.

Analizando el esquema
del péndulo simple, pode-
mos escribir por conserva-
cién de la energia:

2

1m (ld—e) —mglcos 0 = —mglcos O
Figura 4.7: Esquema de un péndulo simple. 2\ dt J - M-

de donde
do |28
E_i T\/COSQ—COSGM.

Sit=0cuando 0 =0y ¢ > 0; entonces:

Om 2 t
f de _ /—gfdt,
J Vcos 0 — cos Oy ! J
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donde, evidentemente, t = %. Ademas, como

cos Oy = 1 — 2sin? (G—M) ,

Se -

esto en virtud de que al ser 0 < 0y, se puede escribir

in(g)— in(e—M) in
S > =s > sing .

Con lo que finalmente se tiene:

T4\[f0 d<”

1 —sin? sm Q@

se puede escribir

— sin’® (p

La integral anterior tiene la forma de una integral eliptica, por lo que

previamente se verdn algunas propiedades de las mismas.

Integrales elipticas. Se tienen dos clases de integrales elipticas:

Integral eliptica de primera clase:

K(m)_fL
J V1 —msin® 6

Integral eliptica de segunda clase:

E(m) = f V1 —msin? 6d6 .
0

Recordando el desarrollo en serie del binomio de Newton:

- ! -1
(1+x)m:ZLx”:1+mx+Mx2+
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por lo que

1 1 3 15
=1+ -msin’0 + =m*sin* 0 + —m>sin® G + - - - ,

V1 —msin® 6 2 8 48

que se puede escribir

1 - Qn-DI
—_— = ———m"sin”" 0,
V1 — msin® 0 nZ:;‘ (2m)!!

donde

@)l = 2nQ2n-2)2n—4)---6-4-2
Q-1 = 2n-1)2n-3)---5-3-1.

Entonces, reemplazando en la integral

=sin’( )
, con m =sin - )

T—4\ﬁf2 de
&4 J1-msing

lo que da

(2n - D! 2
Z il fsmz pde .

0

Por otro lado, usando la funcién f3, se puede encontrar

s

C@u-1in
f‘ Qn)t 27

0

por lo que el periodo para un péndulo simple sin amortiguamiento es:

T =2 [ St [sin? ()]

Hallando los primeros términos de la serie:

3 l 1 . Om 9 QM) 225 . (QM) ]
T—2n\/;[1+4sm(2)+64sn(2 23045n > + .
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Evidentemente, si Oy es pequefio, se podrd hacer la aproximacién sin Oy = Oy,
con lo que el periodo adquiere la forma conocida de Fisica Basica:

T=2m i
8

El periodo para un péndulo simple con amplitudes pequefias, podia ha-
berse obtenido de la ecuacién de movimiento:

m$ =-mgsin® , cons=10,

lo que da

é+§sin6:0,

y aplicando la aproximaciéon de pequefios dngulos (menores a 15°), se
tendra:
0+ w?sinf =0,

con lo que la frecuencia serd v = 2 = :L2 'y finalmente, el periodo sera

2~ 2m 1’
T=%”z2n\/g.

Marcelo Ramirez Avila Fisica U.M.S.A.





