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RESUMEN

Se presenta un andlisis del algoritmo de factorizacién cudntica de Shor en base
a pseudo-simulaciones y se explica la comparacién con el correspondiente algoritmo

clasico.

1. INTRODUCCION

Independientemente del tipo de datos que utilice la
computadora y de lo complejos que puedan parecer, es-
tos datos solo existen como unos o ceros a los cuales se
denominan bits (digito binario). El bit es la unidad mini-
ma de informacién que puede ser representado por uno
de dos diferentes estados, los cuales pueden ser no o si,
falso o verdadero, o simplemente 0 6 1.

El transistor ha podido representar de manera efi-
ciente(ahorro de energia y fiabilidad) los valores del bit.
Sin embargo, el nivel de miniaturizacién de éste compo-
nente esta llegando a su limite, donde el umbral cuantico
se hace presente y los componentes de las computadoras
tendran que reconocer leyes que escapan a la intuicién
clasica y en las cuales se introduce el qubit o bit cuantico.

Andlogamente a la computacion clasica, el qubit es la
unidad minima de informacién y puede ser representa-
do por cualquier sistema cuédntico (4tomos, fotones, etc.)
con dos estados discretos cuya notacién es |0) y |1) (no-
tacién de brakets*). Sin embargo, a diferencia del bit,
el qubit puede existir en una superposicién de estados,
es decir que puede estar en una superposicién de 0 y
1 al mismo tiempo. En la Fig. 1 se puede observar la
representacién grafica de un qubit con cuatro estados
diferentes.

La superposicion de estados esta representada por:

U=a-[0)+b-|1),

donde a y b son nimeros complejos tales que satisfacen
la igualdad |a|* + |b]° = 1. Siendo |a|” la probabilidad
de observar el valor |0 y |b|” la probabilidad de observar
el valor [1) [2]. Es decir, que al querer observar la infor-
macién del qubit, este toma el valor de 0 6 1 con cierta
probabilidad. (Fig. 2)

La superposicién de estados puede ser explicado de
la siguiente manera:

(1) Desde un punto de vista fisico, el qubit es un vec-
tor unitario bidimensional en un espacio vectorial
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Figura 1. Representaciéon gréafica de cuatro estados de un qu-
bit [1].

complejo, el cual tiene como base {|0), 1)}
0
qubit = [1}

(2) En el dlgebra de kets y bras, los kets forman un
espacio vectorial, donde los elementos del vector son
lineales

|V> = aq |’l}1> + as |’l}2> +...+ay |’Un>

(3) Puesto que el qubit es un vector cuya notacién
estd dada por |[¢)) (un ket), entonces de (1) y (2)
se tiene que los elementos del qubit son lineales, es
decir:

|qubit) = a |0) + b]|1),
obteniendo asi el estado superpuesto del qubit.

El articulo explora primeramente algunos conceptos im-
portantes en la Sec. 2; en la Sec. 3, se plantea el proble-
ma de factorizacién y se explica el algoritmo cudntico de
Shor con un anilisis previo del correspondiente algoritmo
clasico. Asimismo, se muestran los resultados obtenidos
en términos de tiempos de ejecucién tanto del algorit-
mo clasico como de la pseudo-simulacién del algoritmo
cuantico. Finalmente, en Sec. 4 se dan las conclusiones
y perspectivas del trabajo.
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S

Figura 2. Superposicién de estados de un qubit con sus res-
pectivas probabilidades de medida.

2. CONCEPTOS DE COMPUTACION CUANTICA

Para poder comprender el andlisis del algoritmo
cudntico, es necesario tener en claro algunos conceptos
que se detallan a continuacion.

2.1.  Muiltiples qubits

Hasta ahora se ha visto la superposicién cudntica en
un solo qubit, sin embargo, se puede utilizar esta su-
perposicién en valores multiples. A manera de ejemplo,
consideremos un registro clasico de tres bits, el cual en
un momento dado puede almacenar uno de los ocho va-
lores siguiente:

000, 001,010,011, 100,101,110, 111.

A diferencia del registro cldsico, un registro de tres
qubits puede almacenar en un momento dado y si-
multdneamente los ocho valores anteriores en una
superposicién cudntica:

\I’ = Cp |000> + C1 |00].> + Cy |010> + C3 |011> +
¢4 |100) + ¢5 [101) + ¢ [110) + c7 [111).

Adicionando mds qubits al registro, la capacidad de al-
macenamiento crece exponencialmente, es decir, si tres
qubits almacenan 8 valores diferentes, 4 pueden almace-
nar 16, 5 almacenan 32 y asi sucesivamente. En gene-
ral, L qubits pueden almacenar 2 ndmeros diferentes
al mismo tiempo [3]. La mecdnica cudntica explica la
superposicién de estos valores mediante el producto ten-
sorial (®). Sean dos espacios vectoriales V' y W bidimen-
sionales con bases {v1,v2} y {w1,ws} respectivamente;
aplicando el producto tensorial se tiene como base:

{v1 ® w1,v1 ® wa,v2 @ Wi, ve @ wa}.

De la misma manera, consideremos dos qubits, cada
uno con base {|0),|1)}; realizando la misma operacién
se tiene:

{l0),[1)} @ {10), 1)}
|

{l0) ©10),10) @ [1), [1) @10}, [1) @ [1)} .

De manera més compacta {|00),|01),|10),|11)}. Se
obtienen asi, las cuatro combinaciones superpuestas
(2% = 4) al mismo tiempo [2].
En general, la superposicién de estados estd dada por
[4]:
2" 1
Z a; |SZ> )

i=0

donde a; son nidmeros complejos. Puesto que |ai|2 es la
probabilidad de medir u observar el estado |.S;) se cumple

que ), lag)* = 1.

2.2.  Paralelismo cudntico

En muchas aplicaciones ejecutadas actualmente con
computadoras, es necesario procesarlas a un gran velo-
cidad, puesto que en muchos casos, es preciso obtener el
resultado con un tiempo de respuesta lo més corto po-
sible [5]. Actualmente, el procesamiento en paralelo es
una forma eficaz de procesar la informacioén, siendo los
procesos paralelos los que se producen en diferentes re-
cursos durante el mismo intervalo de tiempo [6].
Haciendo uso de la superposicién de estados de los qu-
bits, la computaciéon cudntica ofrece un nuevo enfoque
para ejecutar procesamiento en paralelo, donde no es
necesario agregar procesadores a la maquina, solo es ne-
cesario un sistema de qubits es cido para poder obtener
el procesamiento en paralelo(Fig. 3). A manera de ejem-
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Figura 3. Arquitectura matricial (mod [5]) versus computa-
ci6én cuéntica (arquitectura RMN).

plo, se puede considerar un bit al cual se le aplica una
funcién booleana f:

fiz— f(x)

Puesto que el bit sélo puede ser representado por uno
de los dos estados (0 6 1), es necesario aplicar la funcién
f dos veces ¢ utilizar dos procesadores trabajando en
paralelo.

f:0—= f(0)
f:1—= f(1)

A diferencia del bit, un qubit puede existir en una supe-
posicién de estados cudntico:
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y por linealidad de mecdnica cudntica la funcién f se
aplica una sola vez a los dos valores superpuestos 0 y 1.

(0)) + (1)

1RO+ 1f
V2 V2

De manera similar, la Fig. 4 muestra cémo se aplica una
funcién g a un registro de dos qubits, la cual tiene cuatro
valores de entrada superpuestos con sus respectivas pro-
babilidades ¢y, ¢1, ¢s, c3. En este caso, la funcién g evaliua
los cuatro valores superpuestos en una sola iteracion, lo
que su homdloga lo haria en cuatro pasos o utilizando
cuatro procesadores en paralelo. Lo mismo sucede si se
tiene L qubits en una superposicién cudntica con 2 va-
lores de entrada; la funcién g se aplica a estos valores en
un solo paso computacional, evitando asi repetir el mis-
mo proceso 2% veces o utilizar 2" diferentes procesadores
trabajando paralelamente.[3]

ENTRADA SALIDA

y|00Y cy|g(00}) b, |00 >
+ + +

2|01} & olg@} b, |01 >
+ # + — +

Cz|10> Cz|8(lo)} b, |10 >
+ + 4

&|11) clgn) b, 1)

Figura 4. Paralelismo cudntico de un registro de dos qubits

3],

2.3. Compuertas cudnticas

Los estados superpuestos de un registro de qubits sélo

pueden ser modificados mediante transformaciones uni-
tarias las cuales son utilizadas como compuertas cudnti-
cas. Existe una gran variedad de compuertas cuanticas
cuya propiedad es la reversibilidad -se puede obtener el
valor de entrada mediante el valor de salida- la cual hace
que difieran en mucho de las compuertas clésicas .
En este articulo, sélo se hara referencia a la compuerta
de Hadamard y a la transformada discreta de Fourier ya
que estas son utilizadas en el algoritmo de factorizacién
cuantico.

2.3.1. La transformada de Hadamard (H)

La compuerta de Hadamard transforma un registro
de qubits en una superposicién coherente de estados,
segun [2]

10) = 5 (10} + 1))
H:

1) = 2 (0) = [1)).

Aplicando H a n qubits individuales en estado |0), se
crea una superposicién de todos los 2™ estados posibles,

obteniendo asf la representacién binaria [2] de 0 a 2" —1
5

1
= > o).
2n =0
2.3.2. La Trasformada Discreta de Fourier (TDF,)

La TDFq, es definida como una transformacién uni-
taria en q dimensiones [7] la cual se denota por:

1 = (27mc>
TDEF, : |a) » — ex c
¢t la) \/EZ P\, |c)

c=0

La T DF, transforma el estado |a) a un nuevo estado
|c), para algin a en el rango 0 < a < ¢, donde el nimero
de qubits de q es polinomial. Asi, un estado con periodo
r se transforma a otro con periodo ¢/r [7]

3. ALGORITMO DE FACTORIZACION

El algoritmo de factorizacién ha llamando la aten-
cién de varios cientificos debido a que los sistemas crip-
togréaficos basan su seguridad el la dificultad de factorizar
nimeros grandes.

En 1994, es publicado el articulo ” Algorithms for
quantum computation: discrete logarithms and facto-
ring”[8], en el cual muestra un nuevo enfoque del algorit-
mo de factorizacién, donde se combinan ingeniosamente
los principios de la mecanica cuantica con la teoria de
numeros.

El algoritmo de factorizacién cudntico es fundamen-
tal en el avance de la computacién cudntica, puesto que
con el desarrollo del mismo, la investigacién en este cam-
po comenzé a tomar mayor importancia, debido a que
este algoritmo pone en riesgo los sistemas criptografi-
cos actuales. Considerando que es un algoritmo con un
tiempo de ejecucién polinomial, factorizaria un numero
de 1024 digftos (nimero de digitos que generalmente se
usan en sistemas criptograficos) en 4.5 minutos, lo que a
su andlogo clasico le tomarfa 300 millones de afios [9].

A continuacién se presenta un andlisis en base a ejem-
plos del algoritmo de factorizacién cuantico con un pre-
vio andlisis del algortimo clésico.

3.1.  El problema

El problema de factorizacion se puede resumir en que
dado un nimero impar no primo, se deben encontrar los
dos factores primos de N, facl y fac2 tales que:

N=facl-fac2.

Para poder hallar estos factores, el algoritmo cuantico
difiere en mucho del clisico; sin embargo, el analisis del
algortimo clasico permitird comprender mejor el algorti-
mo cudntico.

5Para més detalles ver ejemplo 2.
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3.2.  Algoritmo cldsico

Dado un nimero N impar no primo, este algoritmo
consta de los siguientes pasos:

(i) Seleccionar un y < N tal que y sea coprimo de N,
es decir, med(y,N) = 1. ©

(ii) Calcular el orden r de y mod N.

(iii) Sir es pary y"/?> # —1 mod N, entonces: z = y"/?;

caso contrario volver a (i).

1. Calcular los dos factores primos:
facl=mcd(z + 1, N)
fac2=mcd(z — 1, N).

La probabilidad de obtener con éxito los dos factores de
N esta dada por[7]:

Prob (r sea par y yr/2 Z +1 mod N) >1- 2hT

donde k es el numero de factores primos de V.

A manera de ejemplo, tomemos N = 55 (impar no
primo).

1. En este caso los valores de y coprimos a N son:
{1,2,3,4,6,7,8,9,12,13,...,54} de los cuales to-
mamos uno al azar, digamos, y = 9.

2. Debemos hallar el orden r de 9 mod 55. Para esto,
se hard uso de la siguiente definicién de teoria de
nuimeros.

“Suponiendo que el mcd(y, N) = 1, entonces el
orden r de ¥y mod N es la menor potencia de y
congruente a 1 mod N (y" =1 mod N)” [7].

Puesto que y = 9 y sus potencias son:

{91,92,93,94,...,910,...} =
{9,81,729,6561,...,3486784401, ...}
y cuyos valores de congruencia estdn dadas por (y*
mod 55;1=1,2,3,...):

{9,26,14,16,34,31,4,36,49,1,9,26,.. .},

se puede ver que la menor potencia de y congruente
a 1 mod 55 es 9'°, es decir 9'° = 1 mod 55. En
consecuencia r = 10. En otras palabras, el primer
y mod N = 1 es y'° mod 55 de donde se obtiene
r=10

3. Dado que r es par y 92 # —1 mod 55,
z = 9'0/2 = 59049.
En el caso que r fuera par, pero y™/2 = —1 mod 55,

el método falla, debido a que se obtienen factores
triviales (1 6 -1); por lo que se tiene que volver a
elegir un nuevo y; de la misma manera, si r es impar.

6Para obtener eficientemente el mcd (maximo comin denomi-
nador), se puede hacer uso del algoritmo de Euclides.

4. Lo que resta hallar, son los dos factores primos de
55, los cuales se obtienen de la siguiente manera:

z = 59049
facl = med(59050,55) =5
fac2 = med(59048,55) = 11,

donde claramente se puede ver que 5 y 11 son los
dos factores primos de 55.

3.3.  Algoritmo cudntico de Shor

Basado en el algoritmo cldsico de factorizacién,
Peter Shor describe un algoritmo cudntico del cual halla
el orden r de y mod N en tiempo polinomial, es decir
requiere poly(logN') pasos en su ejecucién [7].

Aunque este algoritmo es relativamente complicado,
es muy interesante para analizar el nuevo enfoque que la
mecéanica cuantica da la computacién.

A continuacién se presenta paso a paso dicho algo-
ritmo, mostrandose las diferencias existentes entre el al-
gortimo clédsico y cuantico, asi como las caracteristicas
principales del algoritmo cuéntico.

En primer lugar se hard uso de dos regitros, uno de
L qubits y otro de L' qubits de longitud

¥ =I0)|L");

el primer registro permitird determinar el orden r de y
mod N y el segundo servird como auxiliar.

Paso 1. Hallar Ly L'.
Para esto, se escoge un ¢ = 2F 7 tal que
N? < q < 2-N? [4]. L' se obtiene hallando
la longitud de N-1 en binario [11].

Ejemplo 1. Para ver la diferencia con el algoritmo
clasico, tomemos nuevamente N =55y y =9.
Para obtener L, tomemos g = 2'? = 4096, valor que
pertenece al rango 552 < g < 2- 552, es decir, que la
desigualdad 3025 < 4096 < 6050 se cumple. Dado
que ¢=2'2, L=12.8
El valor de L' debe ser capaz de almacenar de 0 a
54 en binario, entonces como 54 = 110110, L' = 6.

Paso 2. Una vez obtenidos L y L', se debe poner la
magquina en una superposicién de estados cudntica.
Para esto, se deben preparar los reqistros L y L' en
estado |0) y luego aplicar la transformada de Ha-
damard al primer registro, con lo cual se obtiene el
siguiente estado de superposicién [7].

"La eleccién de g como potencia de 2 es para asegurar que
la TDFq sea ejecutada eficientemente [7], es decir que se pueda
aplicar en un paralelismo cudntico masivo.

8Para fines de la reproduccién del algoritmo cudntico, el valor

ln(2-N2)

de L se obtuvo de la relaciéon L = Ty

al que pertence q.

, considerando el rango
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L), 1)

donde a representa los nimeros binarios de 0 a g—1.

Ejemplo 2. Para ver como se obtiene el estado de su-
perposicién (1), en primer lugar, consideremos un
registro con solo dos qubits, los cuales estan en es-
tado |0) [10].

Sabemos que la compuerta de Hadamard (H) trans-
forma cada qubit de la siguiente manera:

1
H:|0) — —(|0) + |1)),
|0) 7 (10) + 1))
aplicando esta compuerta a los dos qubit, el registro

cambia a un estado superpuesto de cuatro valores
distintos, como se muestra a continuacién:

5 (10) + 1)) ® 5 (10) + 1)) =

L (100) +101) + [10) + [11)) =

\ﬁ22 o >:
JiXiola).

Donde 00 es el binario de 0, 01 binario de 1, 10 de 2
y 11 de 3. (Para fines de ejemplificacién se tomaran
nuimeros enteros).

De la misma manera, se aplica H a los 12 qubits del
primer registro del ejemplo 1.

= 000000000000) [000000)
—_——  —
L=12qubits L'=6qubits

Obteniendo asi, la superposicién deseada con 2'2—1
valores superpuestos.

A5 (10,0) + 1,0 + [2,0) + ... +4095,0)) =

212

A2 ) [0)

Paso 3. Calcular la funcién y® mod N para cada valor
de a entre 0 y ¢ — 1 y almacenar este valor en el
segundo registro:

g—1

% ™ [0} [y® mod N) 2)

A diferencia del algortimo clasico, que calcula esta
funcién de manera secuencial, el algoritmo cudnti-
co lo hace en una sola iteracién, en un paralelismo
cudntico masivo, aplicando la funcién a cada valor
de a al mismo tiempo. (Para més detalles ver Sec.
2).

Ejemplo 3. Teniendo en cuenta el estado del ejemplo 2,

5 (10,0) +11,0) +[2,0) + ...+
110,0) + ... + |4095,0>).

Vamos a calcular la funcién 9* mod 55 para cada
valor de a de 0 hasta 4095.

5= (/0,9°mod 55) + |1,9'mod 55) + ...+
10,9%mod 55) + ... + 4095, 94°mod 55))

teniendo como resultado:

(|0 1) +1,9) +12,26) + ... +

409
19,49) 4+ ... +[10,1) + ... + [4095, 34)) =
= 3,50 ) [9° mod 55) .

Se nota que los valores obtenidos en el segundo re-
gistro son los mismos que los valores de congruencia
obtenidos en el algoritmo clasico; con la gran dife-
rencia que los 4096 valores se obtienen en una sola
iteracioén.

Observando el registro y siguiendo la légica del al-
goritmo clasico, se dirfa que r = 10, onteniendo de
esta manera el orden de la funcién. Sin embargo, si
se quiere observar este resultado, por principios de
mecdnica cudntica, el estado (2) colapsa a un nue-
vo estado, en donde la informacién del orden r se
encuentra inmersa. En este sentido, existe otra ma-
nera para obtener el resultado, la cual se explica a
continuacion.

Paso 4. Al querer obtener el orden r del estado (2), es-
te produce un valor k£ que es el resultado de alguna
potencia de y mod N, es decir, k = y*° mod N para
algin valor menor ag (cualquier potencia de y mod
N puede ser observada).

En consecuencia el nuevo estado colapsado es-
tard dado por:[7].

A

d:

donde A es el entero mds grande menor que 4=*¢ y
apg <.

Para fines de cédlculo, M = A + 1, teniendo como
resultado:

| M1
:\/—M;|a0+d-r,k) (3)

Donde M es la longitud de la serie:
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ap,a0 + a0 +2-7r,...ap+ (M —1) -7

y se puede obtener de la equivalencia M ~ % [12].

Por otro lado, si r es el orden de y mod N, entonces
se cumple que: [7].

ao ao+d-r

y- =y

para todo d desde 0 hasta M — 1

Ejemplo 4. Continuando con nuestro ejemplo, veamos

Paso 5. Transformada Discreta de Fourier.

lo que sucede al querer observar 7 en el estado (2)

12,26) + |3, 14) +
..+ 4095, 34)) .

A (0,1) + 11,9) + 14,16)

.4 10,1) +

Suponiendo que se obtubo k = 16 (aunque se puede
obtener otro valor),

1
® = ——(]|4,16) + |14,16) + |24,16) + ... + |4094, 16)) ,
\/m(l )+ )+ | ) | )

es decir,

410—1

1
=—— Y |4+d-10,16).
VA0 &

Facilmente se puede ver que ag = 4. Para veri-
ficar que r = 10 y M = 410, comprobemos que
y® = y2» T4 mod N, que no es més que verificar
que para un 7 dado se cumple:

mod(y®, N)=mod(y2*t¥ N)Vd entre 0y M

es decir, verificar si el residuo de ambas potencias
es el mismo. En este caso, se tiene:

mod(9*,55) = 16.

Entonces se debe comprobar si para un r dado la
igualdad mod(9*,55) = mod(9*+% ", 55) se cumple.
En la Tab. 1, se puede observar algunos ejemplos
que se tomaron para obtener el valor de r. Como se
puede ver, se realizarén los calculos pertinentes y se
verificé que para valores de r = 1,2,...,8,9,11,...
la igualdad no se cumple, sin embargo, para r = 10
la igualdad es verdadera, en consecuencia se de-
mostré que el r buscado es igual a 10. Finalmente,
con r = 10 se tiene:

g _ 4096

M = =10 & 410

Una
vez obtenido el estado (3), lo que se debe hacer es
obtener r (valor inmerso en este estado). Para esto,
Peter Shor propuso aplicar la TDF; al estado (3),
siendo el corazon de esté algoritmo, ya que permite
obtener la periodicidad (el orden 7) a partir de una
distribucién de probabilidades.

Como se vi6 en Sec.2, la T'D Fj, transforma un estado
|a) a un nuevo estado |c),

1 = ! 2miac
an e () -

Aplicando la TDF; al estado (3) se tiene:

TDF, : |a) —

1 & A 2mi (ag + dr) ¢
TDF,|®) = —% > = > e (—
q c=0 d=0 q

y realizando algunas operaciones en funcién de ¢y

Finalmente se tiene:

qzl e2mic: ao/q (JMZI d)
TDF,|®) = — <] le,k)
c=0 qM 0

con ¢ = e*7i¢/4 [12].

Ejemplo 5. Tomando en cuenta el andlisis del Paso 5 y

aplicando la TDF} al estado (3) del Ej. 4
| o

d=— 4+d-10,16),
V410 g' )

se tiene como resultado:

4095 2ric-4/4006 (409
TDF,|®) =

62% /4096 - 410 Zg > o163

con ¢ = 6271'10-10/4096

Paso 6. Al aplicar la TDF} al estado (3), el nuevo es-

tado estara gobernado por una distribucién de pro-
babilidades, la cual esta dada por:[7]

2
a/r—1

T 2-7r-d-(r-cm0dq)>
Prob(c) = —= ex
= 2| 3 ean .

d=0

Con M = % se tiene:

Prob(c

Q

ke
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TABLA 1

Valores obtenidos que comprueban que r = 10 es el orden de y mod N.

mod(9*t?7 55) | d=1 | d=2 | d=3 | d=4 [ d=5 | ... | d=409
r=1 34 31 4 36 49 .. 14
r=2 31 36 1 26 16 . 26
r==8 26 1 36 31 16 . 31
r=9 14 26 9 1 49 cs 34
r=10 16 16 16 16 16 | ... 16
r=11 34 31 4 36 49 cs 14
Donde Prob(c) es la probabilidad de obtener cual- Distribucién de Probabilidades
quier valor de c entre 0 y ¢ — 1. prob
Dado que existe ciertos valores de ¢ los cuales tienen °1r
una mayor probabilidad de ser observados, estos son
cercanos a los multiplos de ¢/r y cumplen con la i
relacién:[§] |
r r
—=<r-cmodq< (5) [
2 2 n.06t
Hay precisamente r valores de ¢ mod ¢ que satisfa-
cen la ecuacién y la probabilidad de ver un estado :
¢ serd de al menos 1/3 - r2.[8] 0o
Ejemplo 6. La Fig.5 muestra la distribucién de proba-
bilidades para nuestro ejemplo. Donde los valores de oozl
¢ y sus probabilidades son: I
c: 0,410, 819, 1229, 1638, 2048, 2458, 2867, 3277,
3686. al
prob(c): 0,100, 0,057, 0,087, 0,087, 0,057, 0,100, 0 E00 1000 4500 2000 2S00 000 3500 C

0,057, 0,087, 0,087, 0,057.

Como se podra observar, los valores de ¢ con mayor

probabilidad son cercanos a los multiplos de 410 Figura 5. Distribucién de probabilidades para N=>55, con ¢ =
(2 =409,6) y hay exactamente 10 (r = 10) valores ~ 4096 y r = 10.

de ¢ que cumplen con la relacién (5).

—4 < 10- 2458 mod 4096 < 2
A manera de ejemplo, veamos si —5 < r-cmod ¢ < 5 —5<4<5.
se cumple para c=1638 y c=2458.

En ambos casos se comprueba la desigualdad.

En el caso de c=1638 se tiene: Paso 7. Una vez obtenido los valores de c, se escoge

uno aleatoriamente y se halla un valor d el cual

10 10
—% < 10-1638 mod 4096 < debe satisfacer la relacién:

-5 < -4 <5,

<
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1
< —
=1

N
IO

En este caso, se tiene un valor negativo (-4), con
esto se puede notar que la relacién de desigualdad
hace referencia a valores congruentes tanto negati- Para algin d entre 0 < d <r — 1.
VOS como positivos.
La fraccién % puede ser hallada eficientemente usan-
Para c=2458 se tiene: do la expansion de fracciones continuas de g como
uno de sus convergentes.
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Ejemplo.7 Para nuestro ejemplo, tomemos c=2458
para hallar % mediante la expansién de fracciones
continuas.

c 2458 1
q 4096 14— —

cuyas convergentes son:

1
=1
1
11
1+1 2
12
1+ Hl% 3
1 3
— =
1—+1+1il 5%
1
1 1229
1+ H—ll— 2048
1+1+ﬁ
De aqui se tiene que % = %, ya que el denominador
no excede a 55 (N = 55).

El orden r de y mod N es un multiplo de r = 5.
La Tab. 2 muestra como se comprueba la igualdad
ye =1,

TABLA 2

Muiltiplos de 5 con los cuales se comprueba que r = 10.

a | y* mod N =9 mod 55
5 34
10 1
15 34

donde a es un multiplo de 55. Obteniendo asi el or-
den r, el cual nos permitird obtener los dos factores
primos de 55.

z=y"? =9'0/2 = 59049
facl = med(59050,55) = 5
fac2 = med(59048, 55) = 11

3.4. Tiempos de ejecucion

Una forma de comparar los resultados que se obtie-
nen utilizando ambos algoritmos, es obtener los tiempos
de ejecucion [13]: estos se muestran en las Figs. 6 y 7
para los casos clasico y cuantico respectivamente.

Como se puede observar en la Fig 6, en promedio, el
tiempo de ejecucién crece con el nimero N a factorizar.

Hempo
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Figura 6. Tiempo de ejecucién para la factorizacién de nime-
ros impares no primos entre 15 y 2000, utilizando el algortimo
clasico.

Tiempo

1204

1004+

a0+

GO+

20+

iz Ab ol H“ My Jh -

0 200 400 GO0 200 1000 1200 1400

Figura 7. Tiempo de ejecucién de la pseudo-simulacién del
algoritmo cudntico para los nimeros impares no primos entre
15 y 1500.

Similar comportamiento (salvo algunos casos patoldgi-
cos) se tiene en la Fig. 7, con la diferencia de que los tiem-
pos de ejecucién son mucho mayores. Lo ultimo, no debe
sorprendernos, puesto que para la aplicaciéon del algo-
ritmo cudntico se tuvo que hacer una pseudo-simulacién
(muchos méas pasos en el programa) y ademds, que se

trabajo con una computadora clasica®.

9Los resultados fueron obtenidos utilizando una computadora
con 224 Mb de memoria RAM con un procesador de 1.7 GHz de
velocidad
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4. CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

La importancia de este trabajo radica en el hecho de
haber demostrado que es posible implementar un algo-
ritmo cudntico de factorizacién. Si bien, los tiempos de
ejecucién son mucho mayores a los que se tienen traba-
jando con el algoritmo clédsico, esto no refleja la verda-
dera potencialidad del algoritmo cuédntico debido a que
no se conté con una computadora cudntica. De aplicarse
el algoritmo de Shor en una computadora cuantica, se
prevé una reduccién exponencial del tiempo de procesa-
miento, lo que proporciona una forma nueva de enfocar
el problema de factorizacién. En base a lo anterior, se
puede afirmar que la aplicacién de este algorimo podria
poner en riesgo los sistemas criptograficos actuales. Por
otro lado, la aplicacién de la computaciéon cuantica abre
posibilidades antes no imaginadas, como el manejo de
bits superpuestos, procesamiento de informacién en pa-
ralelo sin necesidad de procesadores adicionales, lo que
trae consigo una reduccién exponencial de recursos com-
putacionales.

REFERENCIAS

[1] M.L. Steffen, L.M.K. Vandersypen, I.L. Chuang, Toward
quantum computation: a five-qubit quantum processor.
IEEE, (2001) 24-34.

[2] E. Rieffel, W. Polak. An introduction to quantum
computing for non-physicists, ACM Computing Surveys
(CSUR), 32 3, (2000) 300-335.

[3] A. Barenco, A. Ekert, A. Sanpera, C. Machiavello,
A short introduction to quantum computation. (1996)
http://www.qubit.org/index.html, Acceso: marzo, 2005

[4] P.W. Shor, Polynomial-time algorithms for prime factori-
zation and discrete logarithms on a quantum computer,
SIAM Journal on Computing 26 5 (1997) 1484-1509.

[5] E. Alcalde, F. Ormachea, J. Portillo, F. Garcia Mera-
yo.Arquitectura de Ordenadores. McGraw Hill Interame-
rica de Espana S.A., (1991).

[6] H. Hwang, F.A. Briggs, Arquitectura de computadoras y
procesamiento en paralelo. McGraw-Hill, (1998)

[7] A. Ekert,R. Jozsa. Quantum computation and Shor’s fac-
toring algorithm.Review of modern Physics,68 3, (1996)
733-753.

[8] P.W. Shor, Algorithms for quantum computation: discrete
logarithms and factoring. Proc 85th Ann. Symp. on found
of Comp. Sci.,(1994) 124-134.

[9] R.J. Hughes, Cryptografhy, quantum computation and
trapped ions, arXiv.quant-ph/9712054, (1997).

[10] A. Ekert, Quantum cryptoanalysis-Introduction, (1995)
http://www,qubit.org/index.html, Acceso: marzo, 2005

[11] J.F Schneiderman,M.E. Stanley, P.K. Aravind, 4 pseudo-
simulation of Shor’s quantum factoring algorithm. De-
partment of Physics, Worcester Polytechnic Institute.

[12] G.E. Moorhouse, U.W. Math,Shor’s algorithm for Fac-
toring Large Integer

[13] C.L. Mayda, Efectos de la computacion cudntica en la
tecnologia, Tesis de grado Carrera Informatica, Universi-
dad Mayor de San Andrés, (2004).



